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Quaternides
Hamilton inventou os quaternibes em 1843. Esta invencdo culminou uma pesquisa que

pretendia introduzir um produto em R® que fosse semelhante ao produto em C entre
nameros complexos. Note-se, porém, que o formalismo algébrico habitualmente usado hoje
em dia é um resultado da reformulacdo de Gibbs (1901) a partir dos quaterniGes de Hamilton.
Uma das ideias de Hamilton era a introducdo de um sistema de ndmeros
hipercomplexos que generalizasse C para trés dimensfes. Assim, em vez de se considerar

apenas um numero complexo z=x+iy e C, aideia era tentar encontrar um sistema algébrico
no qual os nimeros hipercomplexos da forma t=w+ix+ jy fizessem sentido. Naturalmente
que, tal como i? =—1, deveria agora considerar-se que, também, a nova unidade imaginaria j
seria tal que j*=-1, tendo-se ainda w, X, y € R. Ao nimero hipercomplexo t=w+ix+ jy
deveria corresponder um «comprimento» |t| tal que
|t|2 =W+ X2 +y?
tendo-se, para este efeito,
|t|2 =tf =(w+ix+jy)(w=ix—jy)

=W +x*+y?—xy (ij+ ji)

onde se introduziu o conjugado t =w—ix— jy. Mas entdo deveria ter-se
ij+ji=0 = ji=—ij.
Porém, isso levantava um outro problema: o que seria, exactamente, k=ij? Admitindo a
associatividade, viria entéo
k? =(ij)2 =(ij)(ij)=—(ij)(ji)=—i(jj)i=—j*(ii)=ii=i*=-1.

Para que o novo sistema algébrico fosse fechado, seria ainda necessario que, também este

produto, tivesse a forma k =ij=a+i S+ jy. Mas entdo, por um lado, deveria ter-se
i(ij)=(ii)j=i2j =—].
Por outro lado, deveria tambem ser
i(ij)zi (a+,8i+;/j)=0{i+ﬁi2+y(ij)=(ay—ﬂ)+(a+ﬂy)i+7/2j .
Assim, chega-se a uma contradicao:

i(ij)=—j = 7 =-L
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Com efeito, este resultado era impossivel porque, como y R, deveria necessariamente
observar-se ¥* >0 e nunca y*=-1.
Uma outra possibilidade investigada por Hamilton era a dos ndmeros

a=ai+a,j+ak e b=bi+b,j+bk, em que a,beR (com ie{123}) tendo-se
i?=j%=k?=-1. Comecemos por notar que, neste caso, se tem |a|2 =a’+a. +a’; desde que

a|°=aa = (all+a j+a;k)(ai+a, j+ak)
( a; j?+ak )_31&2(”+ji)_a1a3(ik+ki)_azas(jk+kj)
=a/+aj+a’

0 que era, com efeito, compativel com i* = j> =k? =—1, impondo que

ij+ji=0
ik+ki=0
jk+kj=0

o que implicava, portanto, a ndo comutatividade do produto (no caso geral). A semelhanca
dos numeros complexos, considera-se 0 conjugado de a como sendo o nimero a. Assim
também, viria |[b|* =b? +bZ +b? e
=(a,i+a, j+a;k)(bi+b, j+bk)
__(a1b1 +a2b2 +asb3)+(aib2 _aZbl) ij +(8.2b3 _asbz) jk +(asb1 _albs) k
que teria a forma
ab=a+pfi+yj+0k
com «, B, 7,6 R desde que se considerasse que
ij=k
jk=i
Ki=j

0 que se poderia sintetizar na tabuada que a seguir se apresenta.
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Porém, este sistema algébrico tinha um defeito essencial: o produto ab ndo era da
mesma forma que os numeros hipercomplexos a=aji+a,j+ak e b=bi+b,j+bk (i.e,

por outras palavras, o sistema algébrico ndo era fechado). Hamilton entendeu, por fim, que a
solucdo era ligeiramente diferente: teria que considerar nimeros da forma
g=w+ix+ jy+kz,

a que chamaria quaternides e adoptando a tabuada anterior (que se representa, de forma

-
K
\j

Note-se que estas relacbes podem ser sintetizadas da seguinte forma:

simbdlica, no diagrama seguinte).

i2=j2=k?=ijk=-1].

Foi ainda Hamilton que cunhou o termo «vector». Para ele um vector seria a parte
imaginaria de um quaternido (rigorosamente, como se vera no estudo da algebra geométrica, €
mais apropriado considerar que a parte imagindria de um quaternido corresponde a um

bivector). Com efeito, tem-se

q=R(q)+3(q), R(a)=w, 3I(q)=ix+jy+kz.
Porém, enquanto que o anel C é um corpo, o anel dos quaternides — que se designa pelo
simbolo H em homenagem a Hamilton — ndo é um corpo: a operacdo de multiplicacdo ndo é

comutativa (chama-se corpo a um anel de divisdo abeliano). Assim, H é apenas um anel de

divisdo: é, com efeito, um anel unitéario (o0 1 é, de facto, o elemento neutro da multiplicacao)
em que todos os elementos ndo nulos séo invertiveis ou, simbolicamente, H* :]HI\{O}.

Hamilton chamou precisamente vector a parte imaginaria de um quaterniao:

q=3(q)=xi+yj+zkeR®.



4 Carlos R. Paiva

Nesta interpretacdo as unidades imaginarias sdo, também, vectores (mais precisamente,
vectores unitarios). Ainda hoje se encontram trabalhos cientificos e pedagdgicos que

designam os vectores unitarios das trés direc¢Oes do espaco desta forma: e =i, e, =],
e, =k . Note-se que o conjunto Bz{i,j,k} constitui uma base ortonormada de R®. E
portanto possivel a escrita alternativa

q=0,+qeH, g =R(q)eR, q=3(q)eR’
ou seja

H=R(H)®3I(H), R(H)=R, I(H)=Ri+Rj+Rk=R®,

de forma que se infere que

H=R®R®, B(H)={1i,jk}, dim(H)=4.

Um quaternido q e H diz-se um quaternido puro quando q=q= S(q) , 1.e., desde que

do :*B(q):o. Define-se o conjugado de gq=0,+qeH como sendo o quaterniao

q=0,—qeH. O mddulo de qeH é entdo o nimero real |q| tal que

la* =90 =(0,+9) (0 ~4) =6 ~ Gq+8,a~0" = 63 —4” =¢Z +[q|* >0
e onde
Q° = (i +0,j+05K)(ti+0,j+05k)
q=0i+0j+ak — | =—(of+0a+0])+0y0, (ij+]i)+00,(ik+ki)+a,0,(jk+kj)
=—(qf +; +f)

lal =o' +a; +&}, o =—[ql".
Note-se que se tem

q+q=2%R(q), 9-=23(q).
O inverso de q=q,+0q,i+0,j+0,k € H €é entdo dado por (com q=0)

A 0 _ 0 G%-9 _G9-Gi-0Ji-0Kk

ad |a° o2+|al® @ +af +al+al

q

tendo-se, com efeito,
qqt=q7q=1.

Todo o quaternido q e H satisfaz a seguinte equacdo quadréatica de coeficientes reais:

qz—ZSR(q)q+|q|2 =0|.
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Com efeito, tem-se

o* =[%(a)] +[3(a)]" +2%(q) 3(a)
jof* =[9t(a)]" - [3(a)]
qR(q)=[R(a)] +%(a)3(a)
como se pode facilmente verificar. Note-se, de passagem, que se z € C entdo também
22 -2R(z)z+|z|" =0.
O produto de dois quaternides p, g € H tais que
{p= Po+P =P+ P+ P i+ psK
q=0,+0 =0, +0i+0,j+0;k
é entdo o0 quaternido pqgeH tal que
PA=(Ppo+ Pyi+P,0+p.K) (0 +0i+0,j+0,k)

= o0y —( POy + P,C, + P3Cs )+ Po (o +0yi + 0, j+ 05 K) + 0y ( Py + P+ P, J+ PsK)
+(P,0s — P30, ) i+( P30, — POy ) j+( PG, — PGy )K

Note-se, de passagem, que

P > R(Ppa)= Pyl — PG — P,0; — P
é a forma bilinear (ou produto interno) correspondente a métrica de Lorentz da relatividade
restrita. Em 1901 Gibbs publicou a definicdo de produto externo entre dois vectores p, g € R®

como sendo o vector

i j K
pPxq=|p, P, P :(pzqs_p3q2)i+(p3q1_plqa)j"‘(plqz_pqu)kE]Rg'
g Q9 O

Notando, ainda, que o produto interno dos vectores p,qeRR® é
P-Q=pG+P,0,+ PG eR
infere-se que o produto pqgeH se escreve na forma mais condensada
PA=Pydy—P A+ Pyd+GP+Pxd, R(PA)=Pedy—P-d, I(PA)=P,d+0GP+pPx0.
Note-se, em particular, que a conjugacéo € tecnicamente um anti-automorfismo, i.e., tem-se
PA=R(pa)-3(Pa)= PG, —P-d—- Pod—GsP—~Px0= (o —a)( P, —P)
P9=7p|.

Em geral introduz-se um produto interno em H através da seguinte forma bilinear:

(P, a)=PoQy + PGy + P, 0, + P30 -
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Este produto interno é consistente com a anterior definicdo do comprimento |q| de um

quaternido:
o] = (g, a) = +of + +5 =q5 +[a| .
Confirma-se, assim, que a base B(H)={11i, j k} é ortonormada e corresponde & base
canénica de R*: 1=(1,0,0,0); i=(0,1,0,0); j=(0,0,10); k=(0,0,0,1). Podemos, ainda,
definir este produto interno <p, q) de forma independente de quaisquer coordenadas:
o =ag=q9=(q,q).

Com efeito, fazendo na ultima definicdo g+ p+q, obtém-se

(p+a, p+a)=(p, p)+2(p,q)+(q,q)
(p+a, p+a)=(p+q)(p+d)=pP+pa+qp+aq

<p,q>=%(pq+qﬁ) :

Nestas condi¢cbes, conclui-se o seguinte critério de ortogonalidade entre quaternides: dois

quaternifes sdo ortogonais desde que <p, q) =0, i.e.,quando pg=-qp, ou ainda,

(p,d)=0 < pgeI(H)|.

Uma propriedade fundamental dos quaternides é a seguinte:

paeH — ||pal=|pl|q]|.

A demonstracdo é relativamente simples:

[pal®=(pa, pa)=(pa)(pa)=a(pp)a=(p, p)aa=(p, p)(a.a)=|p|" |a|*.
Facilmente se verificam as duas seguintes propriedades do produto externo
ortogonalidade p-(pxq)=0, qg-(pxq)=0
teorema de Pitdgoras |pxa|” =|p|’|a|*~(p-q)’
e ainda que o produto de dois quaternides puros e dado por
pg=-p-q+pxq, R(pq)=-p-q, 3I(pa)=pxq.

Os criticos dos quaternides (e, em particular, Gibbs) apontaram o seguinte problema: o
produto de dois quaternibes puros ndo é um quaternido puro, i.e., o produto de dois
«vectores» ndo € um «vector» ja que a parte real ndo é nula. Todos (incluindo Gibbs e o
proprio Hamilton) ndo entenderam o seguinte: na realidade um quaternido puro ndao € um
vector mas sim um bivector. Os fisicos dizem por vezes que o resultado do produto externo de
dois vectores «polares» é um vector «axial». Na verdade, o produto externo de dois vectores é

facilmente substituivel pelo produto exterior (de Grassmann) e o resultado do produto exterior
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de dois vectores € um bivector: o papel dos «vectores axiais» ¢ desempenhado, como se Ve,
por bivectores. Existe, porém, um facto matematico que demonstra a «inferioridade» do

produto externo de Gibbs:
[pxal=|pl[a[siné<|pl[al, &==(p.q).
Assim, o produto externo ndo é invertivel: ndo é possivel recuperar p ou q a partir de pxq.

No entanto, o produto de dois quaternides ja é invertivel pois |pq|=|p||al|, tendo-se em

particular
=U -1
u=pgq=-p-g+pxq = i _ql
g=pu
emque, e.g.,
4_ P P p
pl=F=——m=—.
P° |p|° PP
Tem-se ainda

de formaaque uu=u"u=1.
O produto externo ndo € associativo engquanto que o produto de quaternides é
associativo:

algebra dos quaternides a(bc)=(ab)c

a,b,ceR’ :
- ” algebra do produto externo  ax(bxc)#(axb)xc

Com efeito, a algebra dos quaternifes é uma algebra de Clifford (e, portanto, associativa) pois

2
H=C¢; =R®/\R®. Porém, a algebra do produto externo (i.e., a algebra vectorial de Gibbs)

é uma algebra de Lie:

anti-simetria axb=-bxa
identidade de Jacobi ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0

A identidade de Jacobi pode ser facilmente demonstrada usando a conhecida regra do produto
externo (a identidade de Grassmann)
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Notemos, em primeiro lugar, que
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a-b:—l(ab+ba)
abe3(H) — 2

axb :%(ab—ba)

Além disso, vem

donde se infere que
a(bxc)—(bxc)a=abc—bca.
Mas, por outro lado, tem-se
ax(bxc):%[a(bxc)—(bxc)a].
Logo, obtém-se a seguinte regra:
ax(bxc):%(abc—bca).
Atendendo, agora, a que
abc—bca=(ab+ba)c—b(ac+ca)=2(a-b)c-2(a-c)b

tira-se, finalmente, a identidade de Grassmann (ja anteriormente apresentada):

ax(bxc)=(a-b)c—(a-c)b |.

Assim, deduz-se facilmente a identidade de Jacobi:
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
bx(cxa)=(a-b)c—(b-c)a — |ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0|.
cx(axb)=(b-c)a—(a-c)b

Da identidade de Jacobi vem ainda
ax(bxc)—(axb)xc=bx(axc)
que estabelece a ndo-associatividade do produto externo pois bx(axc) =0 apenas (casos ndo

triviais: em que nenhum vector é nulo) quando a||c ou b (axc).

Note-se que se tem (processo de construcdo de Cayley-Dickson)

C=R®Ri
H=C®C ]

como se pode imediatamente verificar
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X, yeR 2eC z=x+iy
X, %, Y1 Y, €R qeH q=2z+7,j=(x+iy,)+(X,+iy,) j=x+iy + jx, +ky,

Em geral, se se tiver a=aaeR®, com o =|a| e

a A2

A Al2
a=— — a&’=-]a]"=-1,
(04

é possivel escrever

a=a,+a,eH, |a|'=a+a?=1 a0=|a0|=4/1—a§=sin(%j, aozcos(%]

de modo que
a=exp a =exp Zal=cos| & |+asin| £ |=a, +a,, a, —asin|ZL|=2sin[Z
2 2 2 2 )" % T 2) a \2)
Infere-se, portanto, que
a—exp(géj
2

é uma parametrizacdo a da esfera-3, S°, dos quaternides unitarios

S3={aeH:|a|:1}

tal como u = exp(i 0) é uma parametrizacio da esfera-1 (o circulo unitario) S' tal que
S'={ueC:|u|=1}.
Note-se que, sendo a=a,+a=a,+ai+a,j+akeH um quaternido unitario, se tem
la|” =1 pelo que aZ+a?+a’+a?=1, ie., fixados trés parametros (e.g., &, &, € & que
definem o «vector» a) a quarta componente fica automaticamete determinada (e.g., tem-se
a; =1-a/ —a’ —a;). Um quaternido arbitrario q=gq,+qel, com o=[q|>0, escreve-se
portanto na forma
q=opexp(a)=pexp(ad)=p(cosa+asina)=q,+q

g, =0 cosa =R(q)
q=aosina=3(q)

ou seja, em sintese, uma parametrizacao (g, a) da forma

q=cexp(ad)

define um quaternido qeH, tal como z :gexp(ie) é a forma genérica de um complexo

zeC.
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Note-se que um vector euclidiano v e R? é tal que v? =|v|2. Um «vector» que seja a
parte imaginaria de um quaternido, i.e., = S(q) eR® com qeH é, na realidade, anti-
-euclidiano pois ¢? =—|q|2. Isto é uma consequéncia do isomorfismo H=C/; tendo-se,

2
mais especificamente, S(H) =/\RR®. Com efeito, o produto i jk =—1 significa que, em rigor,
devera fazer-se, e.g., a correspondéncia i =—e,;, j=—e, e k=—e,, pelo que

i jk =—€x636, = _(ezes)(eael)(elez ) =- 9129595 =-1.

H Cf
i

H=Cl| —

—€y
] €y
k -e,

A correspondéncia i+—e,, j—>¢€, € ke, e inconsistente, pois
Ijk—>ee,e,=e,, #-1
€ o trivector unitario de C/, tal que
(ijk) el =-1
e que entra em contradicdo com (i j k)2 =1.

Um papel fundamental desempenhado pelos quaternifes € como geradores de rotagdes
— 0 que foi visto, pela primeira vez, por Hamilton (de acordo com o relato de Cayley, em

1845). Consideremos, com efeito, a aplicacdo

R, R° >R :r>r'=ara”, aeS’|.

Notemos, em primeiro lugar, que ‘Ra(r)‘:|a||r|‘a‘1‘:|r| pois |a|:‘a‘1‘:1. De seguida,

notemos que

R,(r)=ara™ =exp(a A

2=onl 34 b oo @)easinf @) e oo @) -asin
S | (Ej (jﬂ { (zj (

€, COmMo se tem

N |
QD
N
-
(]
X
o
|
N R
Q>
N
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infere-se, por fim, que

R,(r)=ara™ =cosar+sina (axr)+(1-cosa)(a-r)a

11

pelo que se tem, com efeito, Ra(r):ara‘leRS. A operacdo correspondente a

ri—r'=R,(r) ¢, assim, uma rotag&o. Note-se que se pode definir (4* =-1)

r=-rédd=—(rd)a=(a-r)a—(rxa)a=(a-r)a+(axr)xa.

tendo-se

Assim, vem ainda

uma vez que axr=axr,, tendo-se rLJ_(éxrl). O plano onde se d& a rotacdo, de um

angulo «, é o plano definido pelos vectores (r,,axr, ) em que |r,|=|axr,|. O eixo desta

rotacdo € o vector unitario & e o sentido da rotacdo é o directo (i.e., contrario ao sentido do

movimento dos ponteiros de um relogio) quando observado perpendicularmente a & com este

altimo vector apontando para o observador — tal como se indica na figura anexa (da pagina

seguinte). Uma rotacdo em R® é portanto descrita por 3 pardmetros correspondentes a um

quaternido unitario: um dos parametros é o angulo de rotacdo « ; os dois restantes parametros

(6, ¢) caracterizam o vector unitario & =cos&k +sin& (cosgi+singj).
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No plano da rotagéo, plano &* perpendicular ao vector &, tem-se entdo a situacdo descrita na

figura anexa.

sina (axr, )

cosar,

Suponhamos agora que se consideram duas rotacfes sucessivas: uma primeira rotacao

de um angulo « =|a| em torno de um eixo & e uma segunda rotagdo de um angulo S =|b|

em torno de um eixo b. Facilmente se verifica, neste caso, que a composicdo destas duas
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rotacdes consecutivas € equivalente a uma Unica rotacdo de um angulo y = |c| em torno de um
eixo ¢ . Com efeito, tem-se

r—r'=R,(r)=ara”

¢ <R, (F) <br'b™ - r|—>r”=RC(r)=crc*1=(ba)r(ba)71
=R, (r')=

em que, com (ba)  =a™b™,

a:exp(% éj, b:exp(g 6), c:exp(g éj

de modo que (com a=a&, b=b e c=y¢)

s+ ofg-of3 ol
ol g (3 o 2] 2 (2 2

ol (35l 3B
ol el o2

pelo que, dividindo pelas respectivas partes reais, se infere que
a cos(’gj sin (aj +B sin (ﬂj cos(aj—aXb sin ('Bjsin (aj
1+ S tan(yj 149 2 2) p 2 2) ap 2 2
7 2 cos(ﬂj cos(aj—a.b sin(’ﬂsin(“}
2 2) ap 2 2
atan(a) +P i n( ) tan ﬂjtan[ j
( Zj 1. @ 2) B 2
Y tan( jtan (“j
apf 2

ba=—a-b—-axb.

ou ainda

C
1+—tan
Y

pois

Assim, obtém-se a formula de Olinde Rodrigues

o _a+b—axp
1-a'-b

a’:itan(gj, b’:Etan(éj, c’:£tan(l).
a 2 B 2 /4 2

onde se fez
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Refira-se, ainda, que os quaternibes tambem podem ser considerados como geradores

de rotagdes em R* (o que foi visto, pela primeira vez, por Cayley em 1855)

R:R*>R*:q>q =agb™, abeS®

fazendo a identificagdo R*=H, ie, com 0=(0, 0,0 0)eR*=H na base
B(IR{“)={1, i ], k}. Note-se que, enquanto uma rotacio em R® é descrita por 3 parametros

(ja que corresponde a um quaternido unitario), uma rotacdo em R* é descrita por 6

parametros (ja que corresponde a um par de quaternies unitarios)
tmtnﬁ:mtey
Po+ P+ P+ P

b=b, +b;i+b, j+ bk = Gl 8+ K
Op +0 +0; +05

a=a,+ai+a,j+ak= Po

eS?

bl=b=h,—bi-h,j-bk= qo_zqﬂ:qzlz—qsi: c S
JO + +5 +;

=|R(q)|=|a] pois |a| =[b™*|=1.

Uma algebra A sobre o corpo R €, por definicdo, um espaco linear (i.e., vectorial)

com p,.q, €R e @ €{0,1,2,3}. Com efeito, tem-se

ql

A definido sobre o corpo R onde existe uma aplicacdo bilinear AxA—)A:(a, b)|—>ab
(que se designa por produto da algebra). Bilinearidade significa que a aplicacdo é linear em
ambos os argumentos:

(a+b)c=ac+ab
— |a(b+c)=ab+ac
(1a)b=a(Ab)=4(ab)

YahbceA
VAielR

A élgebra dos quaterniGes é uma algebra de divisdo. Com efeito, uma algebra de dimenséo
finita diz-se uma algebra de divisdo quando ndo tiver divisores de zero, i.e, quando

ab=0 = a=0 ou b=0.
Note-se que as algebras de Clifford ndo sdo, em geral, algebras de divisdo: por exemplo, em

C/l, tem-se

p=%a+q)eR@R?ccg

1 — |pp=pp=0
ﬁza(l—el)eR@chCﬁz
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em que p é o multivector conjugado de Clifford do multivector p e onde p e p sdo
idempotentes pois p’=p e p°=p.

Diz-se que uma &lgebra A com um forma quadratica definida-positiva N: A —>R
preserva a norma quando

N(ab)=N(a)N(b), VahbeA.

Demonstra-se 0 seguinte: uma algebra D de divisdo definida sobre o corpo R dos reais que
preserva a norma é tal que dim(ID)=1, dim(D)=2, dim(D)=4 ou dim(ID)=8; se, além
disso, a lgebra tiver unidade 1, entdo D=R, D=C, D=H ou D=0 (representa-se por O
a algebra dos octonifes). Note-se que, destas quatro algebras de divisdo, apenas a algebra dos
octonibes ndo é associativa. As algebras R e C sdo abelianas (ou comutativas) mas as
algebras H e O ndo sdo abelianas. Dado que a algebra dos quaternibes € uma algebra de
divisdo que preserva a norma e é associativa, é isomorfa a uma algebra matricial: com efeito,
tem-se o0 isomorfismo

H = Mat(2,C)
em que Mat(Z,C) é a algebra das matrizes 2x2 com entradas complexas. Com efeito, pode

estabelecer-se a seguinte correspondéncia

1 0y . . 0 i . 0 1 . i 0
1=E= , I=io =1=| , J=lo,=J= , k=io,=K= .
01 i 0 -1 0 0 —i

onde o3, 0,, o, € Mat(2,C) séo as conhecidas matrizes de Pauli da mecénica quantica, i.e.,

3 o3 ola )

Usando este isomorfismo fica demonstrada, também, a prépria associatividade da algebra dos

quaternibes. Em geral um quaternido g=w-+ix+jy+kzeH ¢, portanto, isomorfo a matriz

complexa
W+iz iX+Yy

q:W+ix+jy+k26H:Q:[_ )
iX—-y w-iz

je Mat(2,C).

Note-se que

u=w+izeC W+izZ iX+Yy
-
V U

v=—ix—-yeC -

:(f ‘_VJE Mat (2, C)

iIX—y w-iz
tendo-se ainda (pelo teorema de Cayley-Hamilton)

Q*-[tr(Q)]Q+[det(Q)]E=0
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onde
tr(Q)=u+0=2%R(u), det(Q)=|u|2+|v|2 .

Esta equacdo matricial corresponde a equacdo quadratica de coeficientes reais

q2—2*J%(q)q+|q|2 =0

ja anteriormente estabelecida. A demonstracdo de que a &lgebra dos quaternibes é uma

algebra de divisao, é facil: usando o isomorfismo com I\/Iat(2,<C), suponhamos entdo que se
tem AB=0 com A BeMat(2,C); entdo, det(AB)=det(A)det(B)=0 pelo que
det(A)=0 ou det(B)=0. Porém,
det(Q):|u|2 +|v|2 =0
apenas quando u=v=0. Infere-se, deste modo, que
ab=0 = a=0 ou b=0

Q.E.D.
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